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1 問題関心と背景

収入に対する満足度を説明するために考案された δ区間モデルは，準拠集団および相対的剥奪
という古典的社会理論を数学的にフォーマライズする試みだった（浜田 2001）．本稿は δ区間モ
デルを 2次元の場合に拡張して，データにより適合的な準拠集団理論モデルを定式化する．
はじめに，δ区間モデルの概要を確認する．基本的な考え方は以下の通りである:

人々は自分の客観的な所得分布上の近隣から準拠集団を選択し, それとの比較によって
相対的な満足/不満足度を決定する

ここで近隣という概念を数学的に定義しておく.

定義 1 (δ区間). 所得額 yの分布上の近隣を閉区間

[y − δ, y + δ] = {z|y − δ ≤ z ≤ y + δ} ただしδ ≥ 0

で表し，これを yの δ区間と呼ぶ. δは yから見た準拠集団の範囲を表している1.

次にモデルを構成する基本仮定を確認する．

• 所得分布は対数正規分布に従う確率変数 Y で近似できる. 確率変数 Y の確率密度関数を
fY (t)で表す2.

• yで確率変数 Y の実現値 (outcome)を表す. 所得 yを中心として，±δの範囲に含まれる所
得の割合は，確率密度関数 fY (t)を y − δから y + δの範囲で積分した値, つまり, 定積分

P (y − δ ≤ Y ≤ y + δ) =

∫ y+δ

y−δ
fY (t)dt (2)

に等しい．
1δは distanceの dを表している. 本稿の《δ区間》とは, 解析学・微積分学の文脈では《δ近傍》と呼ばれるもので

ある. 数理社会学上 δ 区間という名称が一般的なので, ここでもそう呼ぶ.
2具体的に書けば

fY (t) =
1√
2πσ2

1

t
exp− (log t− µ)2

2σ2
(1)

である. ここで µと σ は分布のパラメータで, 確率変数 Y を対数変換した X = log Y の平均と分散である
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• 所得 yである個人は, [y − δ, y + δ]の範囲内から準拠集団を選択する.

• 所得 yである個人が所得 z ∈ [y− δ, y+ δ]である他者 (準拠集団)を選択する条件付確率密度
は (1)を定積分 (2)で除して基準化した関数により定まる3. すなわち,

fY (z)∫ y+δ
y−δ fY (t)dt

ただし z ∈ [y − δ, y + δ] (3)

である. この関数 (3)は閉区間 [y − δ, y + δ] で zに関して積分すれば 1になる.

• 関数 (3)を用いた条件付き期待値は, 準拠集団の平均所得E[Y |y − δ ≤ Y ≤ y + δ]である4．

E[Y |y − δ ≤ Y ≤ y + δ] =

∫ y+δ

y−δ
z

fY (z)∫ y+δ
y−δ fY (t)dt

dz

• 準拠集団平均所得を y∗ = E[Y |y − δ ≤ Y ≤ y + δ]で表す．ある個人の収入に対する満足度
は, 自分の所得 yと準拠集団平均所得 y∗の関数として決まる:

u(y, y∗)

• 収入に対する満足度は, y∗が大きいほど減少する5．

∂

∂y∗
u(y, y∗) < 0

以上の基本仮定が《δ区間モデル》の要諦であった (浜田 2001)．
図 1に従来の δ区間モデルのイメージを示す．

図 1: δ 区間モデルのイメージ．グラフは所得分布の確率密度関数をプロットしたもの．破線が自
己の位置を示し，グレーで色分けした部分が準拠集団所得（の確率密度）の範囲を表している．

3連続確率変数のなので,(3)は zを選択する確率ではない. Y の実現値である 1点 zが選ばれる確率は常に 0である.
4条件付き期待値を考える場合には, Y の確率密度関数は，Y < y − δ, y + δ < Y の範囲で 0と考える．よって

E[Y |y − δ ≤ Y ≤ y + δ] =

∫ ∞

−∞
z · fY (z)∫ y+δ

y−δ
fY (t)dt

dz

=

∫ y−δ

−∞
z · 0 dz +

∫ y+δ

y−δ

z
fY (z)∫ y+δ

y−δ
fY (t)dt

dz +

∫ ∞

y+δ

z · 0 dz

=

∫ y+δ

y−δ

z
fY (z)∫ y+δ

y−δ
fY (t)dt

dz

5先行研究ではもう少し強い仮定として, u(y, y∗) = y − y∗ を用いた (浜田 2001)
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2 多次元に拡張された《δ区間モデル》

準拠集団がどのような基準で選ばれるか，という問題はマートンが準拠集団理論を提唱して以
来，明確な解が定まっていない経験的難問である (Merton 1957=1961). これまでに幸福感や満足
度に関する実証研究では，年齢・学歴・居住地域・職業・国全体など種々の基準を用いて準拠集団
を操作的に定義してきた (Mcbride 2001; Ferrer-i-Carbonell 2005; Oshio et al 2010; 石田 2011).

近年では準拠集団を回答者に直接尋ねる質問がいくつかの調査で導入されている. 以下に示し
た各調査では，《所得を他者と比較する場合に，その他者をどのようなカテゴリから選ぶか》を回
答者に選択させている．

• European Social Survey (2006: wave3)「同僚」「家族」「友人」「それ以外」「比べなかった」
• German Socio-Economic Panel Survey(2008: pretest)「近所の人」「友人」「同じ年齢」「同
じ性別」「同じ職業」「同僚」

• Wolbring et al (2013)

• Knight et al (2009)「近所親族」「（同じ）村に住む人」「（同じ）町区に住む人」「（同じ）地
域に住む人」「（同じ）市に住む人」「中国のすべての人」「比べない」

• 飯田 (2009)「所得水準」「性別」「年齢」「職業」「学歴・出身校」
• 飯田 (2011)「家族」「近所の人」「友人」「同僚」「比較していない」「その他」
• 前田 (2014)「年齢」「年収」「性別」「仕事」「学歴」「住んでいる地域」「その他」

「準拠集団が誰であったか?」「どのような基準で選択したか?」　という質問に共通して多く見
られた回答は「年収」「年齢」「仕事」である6．
直接測定のメリットは，なんといっても「回答者本人に聞いているので，研究者が基準につい

てアドホックな仮定を立てなくてもよい」という点である．しかしながら重視される基準が分かっ
ても，その基準にしたがって，どういう範囲から他者が選択されるかについては，結局研究者が
仮定しなくてはならない7．
以上のことに留意しつつ，以下に 2次元に拡張した δ区間モデルを考える．

2.1 2次元に拡張された δ区間モデル

1次元の場合に基づき，δ区間モデルを次の仮定によって 2次元に拡張する．

• 二次元の確率変数 (X,Y )を考え，その同時確率密度関数を f(x, y)とおく．Xが年齢の分布
を，Y が所得の分布を表している．

• (x, y)で確率変数 (X,Y )のそれぞれの実現値を表す．
• 年齢が xである個人は, 年齢が [x− δ, x+ δ]の範囲内にある他者を準拠集団を選択し，準拠
集団と自分の《所得》を比較する．

6前田 (2014)が述べる通り，年収を比較するのに基準を年収と回答しているのは，質問文のワーディングからいっ
て「年収が近い人」の意味で回答するからだと推測される

7前田・石田は比較の方向性バイアスを「上方」「下方」「無」で，認知バイアスを「逓減的」「離散的」「無」の各 3種
類区分して，計 9種類のパタンを仮定してデータにフィットする比較パタンを分析から析出した (Maeada and Ishida
2011). その結果「下方かつ逓減的比較」が相対的にデータにフィットする事が判明した．
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• 準拠集団の平均所得はX に対する Y の条件付き期待値, E[Y |x− δ ≤ X ≤ x+ δ]で与えら
れる.

• 収入に対する満足度は, 自分の所得 yと準拠集団平均所得 y∗ = E[Y |x− δ ≤ X ≤ x+ δ]の
関数として決まる:

u(y, y∗)

• 収入に対する満足度は, y∗が大きいほど減少する.

2次元に拡張された δ区間モデルは，1次元の δ区間モデルの自然な拡張であり，基本仮定に大
きな違いはない．ただし個人の特徴を表す分布として所得だけでなく年齢も考慮しているため，準
拠集団の平均所得が単なる Y の条件付き期待値ではなく, X で条件付けられた Y の期待値となる
点に注意しなくてはならない．
総和の極限として積分が定義できることを思い出せば，連続確率変数の条件付き期待値として

準拠集団平均所得を導出できる．

命題. (準拠集団所得平均)年齢の範囲 [x− δ, x+ δ]から準拠集団を選択した場合の準拠集団平均
所得は, 次の条件付き期待値

E[Y |x1 ≤ X ≤ x2] =

∫ ∞

−∞
y

(∫ x2

x1

f(x, y)∫ x2

x1
fX(x)dx

dx

)
dy

で与えられる．ただし fX(x)はXの確率密度関数（周辺分布）である．この準拠集団平均所得を
表す条件付き期待値を以下では δ indexと呼ぶ．

証明. Appendix参照.

2次元に拡張した δ区間モデルのイメージを図に示す (図 2)．

図 2: 2次元 δ 区間モデルのイメージ．曲面のグラフは所得分布と年齢分布の同時確率密度関数を
プロットしたもの．メッシュで色分けした部分が準拠集団所得（の確率密度）の範囲を表している．
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モデルの拡張は 2次元にとどまらず，一般に n次元まで可能である．

例 1 (3次元 δ 区間モデル). 3次元の場合の δ 区間モデルの例を示す．所得を表す確率変数を Y

として，その他の次元（例えば年齢と学歴）の分布を確率変数X1, X2とおく. 2次元の δ区間を
D ⊂ R2とおく．例えば

D = [d1, d2]× [d3, d4]

という二次元の閉区間は δ区間である．fX1X2(x1, x2)で (X1, X2)の同時確率密度関数（周辺分布）
を表し，添え字の無い f(x1, x2, y)で (X1, X2, Y )の同時確率密度関数を表す．すなわち

fX1X2(x1, x2) =

∫ ∞

−∞
yf(x1, x2, y)dy

という関係が成立している．
このとき，準拠集団の平均所得は

E[Y |d1 ≤ X1 ≤ d2, d3 ≤ X2 ≤ d4]

=

∫ ∞

−∞
y

(∫ d4

d3

∫ d2

d1

f(x1, x2, y)∫ d4
d3

∫ d2
d1

fX1X2(x1, x2)dx1dx2
dx1dx2

)
dy

である．

以上の考え方を n次元にまで拡張した場合に，n次元 δ区間モデルが定義できる．ただし先行
研究やデータのサンプルサイズの制約を考えれば，3次元程度が経験的な上限ではないかと推測さ
れる．
なお，δ区間に収入次元そのものを加えるべきではないか，という考え方もあるだろう．数学的

にはそう定義することも可能であり，その場合は

D = [d1, d2]× [d3, d4]× [d5, d6] ⊂ R3

として

E[Y |(x1, x2, y) ∈ D] = E[Y |d1 ≤ X1 ≤ d2, d3 ≤ X2 ≤ d4, d5 ≤ Y ≤ d6]

=

∫ ∞

−∞
y

(∫∫∫
D

f(x1, x2, y)∫∫∫
D f(x1, x2, y)dx1dx2dy

dx1dx2

)
dy

となる．

3 実証モデル

2次元 δ区間モデルの妥当性を実証データによって確認する.

• 使用データセット: SSP2015年 (年齢層 25-59, 有職者)

• 説明変数: 準拠集団平均所得 (δ index)
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• 統制変数: 年齢，性別，学歴，個人収入，世帯収入，婚姻状態，子供有無，同居家族人数,

EGP6分類
• 応答変数: 同世代の年収予想 Q30(1), 主観的幸福感 Q

従来の先行研究では，理論部分がフォーマライズされていないために，次のような GLMを仮
定していた (φはリンク関数)．

φ(準拠集団収入) = β0 + β1個人年収+ β2年齢+ β3性別+ ε

しかし上記のようなモデル (関数型)は理論的には不正確である.

準拠集団平均年収は，ある個体にとっての準拠集団という集団レベルの特性である．個人 iが年
齢集団 jに所属している場合の準拠集団平均収入予想値 Yij は，個人収入ij と集団レベルの特性値
である zj の関数であると考えられる．
したがって, 次のような集団レベルの誤差を考慮した線形混合モデル (以下 LME)

Yij = γ00 + γ01個人収入ij︸ ︷︷ ︸
fixed effect

+ γ10zj︸ ︷︷ ︸
fixed effect

+ βX︸︷︷︸
統制変数

+ Uj︸︷︷︸
random effect
集団レベル

+ Rij︸︷︷︸
個人レベル誤差

で表すことができるだろう．
ただし，われわれは前節で準拠集団平均所得が本人年齢に基づく準拠集団選択プロセスを経て，

どのように決まるのかというメカニズムを数学的に定式化しておいた．具体的には，

zj = E[Y |x1 ≤ X ≤ x2] =

∫ ∞

−∞
y

(∫ x2

x1

f(x, y)∫ x2

x1
fX(x)dx

dx

)
dy

である．ここで確率変数X が個人の年齢を表している．
つまり説明変数を拡張された δ区間モデルに基づいて計算すれば，グループレベルの固定効果

として明示的に表現できる．よって，

Yij = γ00 + γ01個人収入ij︸ ︷︷ ︸
fixed effect

+ γ10E[Y |x− δ ≤ X ≤ x+ δ]j︸ ︷︷ ︸
fixed effect

+ βX︸︷︷︸
統制変数

+ Uj︸︷︷︸
random effect
集団レベル

+ Rij︸︷︷︸
個人レベル誤差

が δ 区間モデルを検証するための統計モデルとなる．ここで注意すべきは,グループ変数である
E[Y |x− δ ≤ X ≤ x+ δ]は通常の意味でのグループ平均ではないということである．単に年齢 j

である集団の平均収入なら，グループ変数はE[Y |X = j]である．
しかしわれわれは準拠集団理論（の数学的表現である δ区間モデル)に依拠して統計モデルを選

択しているので，平均の計算は命題で明示した条件付き期待値でなくてはならない．

3.1 データによる検証

上で述べた統計モデルを表現するために，次のような手順で説明変数 (グループレベルの固定効
果)をデータから作成する．この手順で作成した説明変数を以下 δ indexと呼ぶ．
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• 本人年齢 xを基準に年齢が x± δである人々の収入をデータから取り出す．これが準拠集団
の所得分布となる．

• 年齢条件で取り出した準拠集団の所得分布から平均値を計算する．この値が準拠集団平均所
得の理論値である

• 準拠集団平均所得の理論値を全ての年齢のレンジで計算する．
• 計算した準拠集団平均所得の理論値をデータ行列に代入する．このとき同じ年齢のユニット
は同じ理論値を持つ．

• つまり，準拠集団平均所得理論値は年齢別集団のグル‐プレベルの固定効果である．この固
定効果によって表現できないグループレベルの誤差をランダム効果で表す（個人レベルの誤
差は個人レベルの統制変数・誤差項で表す）

• 応答変数（回答者が述べた準拠集団平均所得）を理論値（固定効果）に LMEで回帰する．
統制変数は全て個人レベルで加える．

LMEを使う理由は，データ構造の性質というより，理論的に予測した準拠集団平均収入の誤差
を準拠集団のレベルで生じた誤差と，個人レベルで生じた誤差に区分して，理論値（固定効果）の
パラメータ推定誤差をなるべく小さくするためである8．

3.2 記述統計

以下に年齢別の準拠集団所得分布と，その平均である δ indexを比較する (図 3-4)．
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図 3: 年齢 (横軸)と準拠集団所得分布 (縦軸). 本人年齢±5(δ = 5)才の所得分布カーネル密度関数
と箱ひげ図をプロット. 白い四角は平均 (δ index).

8この変数を作成するための Rコードは Appendixにて示す
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図 4: 年齢 (横軸)と準拠集団所得分布 (縦軸). 本人年齢±3(δ = 3)才の所得分布カーネル密度関数
と箱ひげ図をプロット. 白い四角は平均 (δ index).

図 3-4は，横軸の本人年齢に対応した±δ才の他者の所得分布を表示している．図からは，δの
値は共通でも，基準年齢が異なれば，対応する所得分布の形状は異なる様子がうかがえる．この
データは，年齢に応じて各個人の主観的世界が異なる，という事実を表現している．図内の白い
点は，各所得分布の平均, すなわち δ indexである．単純に増加するのはなく，50歳前後をピーク
に減少する点に注意する．このことは単純に年齢の一次関数として他者所得予想が表現できない
ことを示唆している．
次に，応答変数である「同世代の人の年収 Q30(1）」と δ indexの関係を散布図で示す (図 5)．
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図 5: δ index(横軸)と同世代の人の年収予想 (縦軸)の関係.縦軸は「Q30(1).あなたと同年代の人
の平均的な世帯年収は, いくらぐらいだと思ますか」という質問への回答を金額にリコードした値．
点は□が男性を，△が女性を表す．

図 5から直感的に分かるように，性別を考慮してもなお，同世代平均収入は，δ indexだけでは
表現できないばらつきを持っている．
それゆえ δ index以外の統制変数として，準拠集団平均収入に影響を及ぼす各条件を LMEの右

辺に加える．以下データに使用した変数の記述統計量を示す．
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表 1: 記述統計

連続型変数
mean sd median min max

グループレベル
delta index 335.75 54.12 342.65 195.13 403.04

個人レベル
同世代所得 445.93 269.13 425 0 4500

年齢 45.27 12.37 46 20 64

個人収入 318.42 349.24 225 0 4500

世帯収入 652.62 464.42 600 0 4500

同居家族人数 3.40 1.42 3 1 10

主観的幸福感 6.78 1.94 7 0 10

離散型変数
回答数 ％

性別 男性 1644 0.46

女性 1931 0.54

婚姻状態 結婚 2481 0.69

その他 1078 0.30

NA 16 0.00

教育水準 中学校卒業 202 0.06

高校卒業 1798 0.50

大学卒業 1543 0.43

NA 32 0.01

職業 EGP6 上層ホワイト 878 0.25

下層ホワイト 712 0.20

自営 243 0.07

熟練ブルー 373 0.10

非熟練ブルー 533 0.15

農業 73 0.02

無職 563 0.16

学生 88 0.02

NA 112 0.03
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4 分析結果

データから推定した準拠集団平均所得理論値 (δ index)を説明変数として含む計量モデルの分析
結果を示す．まずGLMではなく，ランダム効果を仮定した線形混合モデルを用いた方がデータを
より予測できることを切片モデル（集団分割だけを仮定したANOVA）の ICCと，固定効果を含
む LME0,LME1の ICCを比較する（表 2）．ここで LME1は固定効果として δ indexを含むモデ
ルで,LME0は含まないモデルである．LME0と LME1の違いはそれのみで，その他の条件は同じ
である．

表 2: ランダム効果の分析結果比較. 応答変数は「同年代の年収予想Q30(1)」

ANOVA LME0 LME1

固定効果 Estimate Estimate Estimate

切片 433.32 324.85 -8.79

(14.85) (26.45) (42.66)

ランダム効果 分散 分散 分散
age（切片） 9005.00 4125.00 29.65

(94.89) (64.23) (5.45)

residual 64770.00 48578.00 46236.16

(254.50) (220.4) (215.03)

ICC 0.27 0.08 0.00

deviance 48307.39 36157.26 28695.13

AIC 48313.39 36191.26 28731.13

表 2が示すとおり，切片モデルの ICCは約 0.27であり，集団間分散は無視できない程度に高い．
次に LMEの固定効果の詳細を表 3に示す.

なお統制変数として説明変数に加えた教育水準と職業カテゴリは省略した．それは以下の理由
に基づく．準拠集団に選択に教育水準や職業カテゴリが影響を及ぼすことは容易に想像できるし，
先行研究によって，その影響は部分的には確かめられている．しかし理論的なメカニズム（δ区間
モデル）を考慮した場合，ダミー変数をただ LMEに含めたとしても，理論を表現したことにはな
らないので，理論検証には役立たない．よってここでは観測できない個人レベルの誤差を統制す
るという以上の意味はないため，係数および有意性検定の表示を省略する．
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表 3: 線形混合モデルによる分析結果

応答変数:同世代の年収 Q30(1)

GLM LME0 LME1

(1) (2) (3)

δ index 1.070∗∗∗ 1.071∗∗∗

(0.092) (0.093)

income 0.034 0.080∗∗∗ 0.035

(0.023) (0.020) (0.023)

f.income 0.125∗∗∗ 0.102∗∗∗ 0.125∗∗∗

(0.015) (0.013) (0.015)

male 28.531∗∗ 8.816 28.450∗∗

(11.662) (10.357) (11.662)

marriage 37.249∗∗∗ 39.198∗∗∗ 37.046∗∗∗

(11.981) (11.162) (11.988)

family n −8.091∗∗ −3.461 −8.034∗∗

(3.691) (3.386) (3.692)

Constant −8.135 324.855∗∗∗ −8.776

(42.317) (26.448) (42.655)

Observations 2,120 2,654 2,120

Log Likelihood -14,387.720 -18,078.570 -14,347.510

Akaike Inf. Crit. 28,807.430 36,191.140 28,731.030

Bayesian Inf. Crit. 36,291.160 28,832.890

Note: ∗p<0.1; ∗∗p<0.05; ∗∗∗p<0.01

分析の結果，δ indexを含む LME1は含まないモデル LME0よりも AICが低いことがわかる．
このことから δ indexは, 理論が予測する通り，同世代の収入予想を適切に表現していることを示
唆している．
次に LME0と LME1の逸脱度に関する尤度比検定の結果を示す．

表 4: 尤度比検定.LME0: without δ index; LME1: with δ index

Df AIC BIC 対数尤度 逸脱度 Chisq 有意確率

LME0 17 36268.6 36369 -18117 36234.6

LME1 18 28809.4 28911 -14387 28773.4 7461.18 0.000

尤度比検定の結果からも，逸脱度が有意に減少していることが分かる．
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4.1 説明変数としての δ index

δ indexは説明変数として用いた場合にも，主観的幸福感・世帯収入満足度・個人収入満足度の
予測に役立つことが予想される (Eibner and Evans 2005; 石田 2011)．以下に応答変数が主観的幸
福感・世帯収入満足度・個人収入満足度である場合の GLM（誤差分布は正規分布）で，δ index

を含むモデルと含まないモデルを比較する．
はじめに変数間の相関を確認しておく．個人収入と世帯収入の相関はやや高いが，分析に支障

をきたす程度ではないので，統制変数として両方を用いる．

表 5: 変数間の相関係数行列

Variable 1 2 3 δ index 5 6

同世代所得 1.00

個人収入満足 0.05 1.00

世帯収入満足 0.05 0.61 1.00

δ index 0.26 0.03 -0.02 1.00

個人所得 0.27 0.35 0.19 0.18 1.00

世帯所得 0.32 0.32 0.42 0.20 0.59 1.00

われわれの理論モデルが正しければ，δ indexを含むモデルの AICは含まないモデルよりも低
下するはずである．
次に応答変数を主観的幸福感，世帯収入満足度，個人収入満足度として，δ indexを説明変数に

含む条件と含まない条件を比較する．用いた統計モデルは誤差関数に正規分布を仮定した恒等リ
ンク関数のGLMである．実質的にはOLS推定と同じ結果だが，AICを比較するために最尤推定
で対数尤度を計算した．
なお，前節の分析では線形混合モデルを用いたが，応答変数が主観的幸福感，世帯収入満足度，

個人収入満足度である場合はいずれの場合も年齢集団をクラスターとした ICCが低いため（全て
5%以下），集団レベルのランダム効果は仮定しない．
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分析の結果，われわれの予想が正しいことが分かった．また尤度比検定の結果，モデルの逸脱
度は有意に減少した．

5 結論

本稿では浜田 (2001)が提唱した δ区間モデルを 2次元に拡張して，年齢という基準に基づき，
準拠集団を選択した場合の，他者の平均収入を予測するモデルを定式化した．そしてこの理論モ
デルが経験的に正しいかどうかを全国調査データ（SSP2015）を用いて検証した．
結果をまとめておく．

• 新規測定した「同世代の年収」は，拡張した δ区間モデルの検証に役立つ．
• 拡張した δ区間モデルに基づき，年齢と個人収入から δ indexを簡単に計算でき，説明変数
として使用できる．

• δ indexは相対的剥奪感と主観的幸福感を説明する変数として，有望である．

δ indexはデータに応じて自由に拡張できる．これにより準拠集団理論の定式化と実証がさらに
進展することが期待できる．
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Appendix

条件付き期待値

まず単純な離散的確率変数の具体例で条件付き期待値の計算過程を示す．

例 2 (離散同時確率分布の条件付き期待値). 離散的確率変数の組 (X,Y )の確率分布が次の表で与
えられていると仮定する

Y

1 2 行和
1 0.05 0.05 0.1

X 2 0.2 0.1 0.3

3 0.3 0.2 0.5

4 0.05 0.05 0.1

列和 0.6 0.4

表 7: (X,Y )の確率分布

(X,Y )の同時確率分布をもとにして，X に対する Y の条件付き期待値

E[Y |2 ≤ X ≤ 3]

を計算する．X の周辺分布から

P (2 ≤ X ≤ 3) = P (X = 2) + P (X = 3) = 0.3 + 0.5 = 0.8

だから，P (2 ≤ X ≤ 3) = 0.8で基準化した同時確率密度を使って Y の期待値を計算すればよい．
具体的な数値から徐々に一般化する仮定を示す．
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E[Y |2 ≤ X ≤ 3] = 1 · 0.2
0.8

+ 1 · 0.3
0.8

+ 2 · 0.1
0.8

+ 2 · 0.2
0.8

= 1 · P (X = 2, Y = 1)

0.8
+ 1 · P (X = 3, Y = 1)

0.8

+ 2 · P (X = 2, Y = 2)

0.8
+ 2 · P (X = 3, Y = 2)

0.8

=

2∑
y=1

y

(
P (X = 2, Y = y)

0.8
+

P (X = 3, Y = y)

0.8

)

=

2∑
y=1

y

(
3∑

x=2

P (X = x, Y = y)

0.8

)

以上の例から，離散的確率変数の同時分布の条件付き期待値は，一般に

E[Y |x1 ≤ X ≤ x2] =
∑
y∈Y

y

(
x2∑

x=x1

P (X = x, Y = y)∑x2
x=x1

P (X = x)

)

であることが分かる．

定義 2 (連続確率変数の条件付き期待値). 周辺分布としての Y の確率密度を fY (y)とおく．

fY (y) =

∫ ∞

−∞
f(x, y) dx

また，Y = yに対するX の条件付き確率密度 fX|Y (x|y)を

fX|Y (x|y) =
f(x, y)

fY (y)

とおく．Y = yに対するX の条件付き平均E(X|Y = y)は

E(X|Y = y) =

∫ ∞

−∞
x · fX|Y (x|y)dx =

∫ ∞

−∞
x · f(x, y)

fY (y)
dx.

データ上の準拠集団理論値

準拠集団理論値をデータ行列から計算するRコードは以下の通りである．

#準拠集団選択用データフレームの作成, ssp$age:年齢; ssp$q31_1R:個人年収;

data1<-data.frame(age=ssp$age,x=ssp$q31_1R)

#年齢別準拠集団 (+-delta才)の収入をベクトル化する関数の定義
neighbor<-function(i,delta){

rg=subset(data1, (age>=i-delta) & (age<=i+delta))

rg$x }
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#関数 neighbor( )を使い，列 rgmeanに準拠集団平均収入を外挿する
rgmean<-replicate(3575,NA)#3575はサンプルサイズ
for(i in 25:59){

rgmean[data1$age == i] <- mean(neighbor(i,5),na.rm=TRUE)

}
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