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1 問題

yが他者の所得，xが自分 iの所得であると仮定する．このとき個人 iの剥奪度は

zi =

y − x, x < y

0, x ≥ y

の平均値である (Yitzhaki 1979; Hey and Lambert 1980)．Yitzhaki が平均値として個人剥奪度を
定義したことからも明らかなように，ある特定の個人の感じる剥奪感 ziにもばらつきがある (そ
れは 0や 3.25や 10.078といった様々な値をとりうる．ただし負の値は定義上存在しない）．
いま，抽象的に他者の所得が確率変数 Y , 自己の所得が確率変数 Y で表されていると仮定する．

このとき合成

z =

y − x, x < y

0, x ≥ y

によって作られた Z の確率分布は，個人が感じる剥奪感の強度を，社会全体でまとめた分布であ
る．Z は数学的には Z = Y −X(y > xのとき)とおいて合成した条件付きの確率変数である．
Yitzhaki の個人剥奪度が，自己の所得を固定したうえで，他者所得だけがランダムに変動した

場合の自己と他者の差の (条件付きの)期待値であるのに対して，確率変数 Zは，期待値を取る前
の個人毎に異なる剥奪感の分布を，社会全体で一つに合成した分布である．
Yitzhaki の個人剥奪度が，平均という操作によって個人の剥奪体験（これ自体が一つの分布を

持つ）を特定の実現値として要約した値であるのに対して，確率変数 Z は，様々な個人が感じた
剥奪度を，同じ強度であるもの同士をまとめて，社会全体で一つの分布として表したものである．
「条件付きの合成積」という操作の応用的価値を探るために，以下，平均化する前の剥奪感を

社会レベルで総合した確率変数 Z の明示的表現について考える.

確率変数 Z の分布の具体的イメージを次のような数値計算例 (Mathematica)で示す．

Module[{x, d},

x = RandomVariate[NormalDistribution[3, 1], 30];
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d = Flatten[Table[ If[x[[i]] < x[[j]], x[[j]] - x[[i]], 0],

{j, 1, Length[x]}, {i, 1, Length[x]}]];

Histogram[d] ]

図 1: 確率変数 Z の分布,N(3, 1), n = 30の数値例

2 モデル

もし Z が条件分岐しない関数であれば，z = y − x

w = y

とおいて，確率変数のたたみ込みから確率密度関数を特定すればよい．すなわちx = w − z

y = w

として, f(x, y)をX,Y の同時確率密度関数，Z の確率密度関数を p(z)とおけば

p(z) =

∫ ∞

−∞
f(w − z, w)

∣∣∣∣∣∂x∂z ∂x
∂w

∂y
∂z

∂y
∂w

∣∣∣∣∣ dw
である (小針 1973:100-103).

さて今考えているケースは，確率変数 Z が条件分岐するという特殊なケースであり．この特殊
条件を考慮しながら Zの分布（確率密度関数 p(z)）を特定しなければならない．考えるべき変数
変換は 

z =

y − x, x < y

0, x ≥ y

w = y
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すなわち 
x =

w − z, z > 0

w, z ≤ 0

y = w

である．
準備としてX,Y の分布は独立同分布だから，それぞれの確率密度関数を f(x), f(y)とおけば，

常に ∫ ∫
y≥x

f(x)f(y)dxdy =
1

2

が成立することを確認しておく．

命題 1 (独立同分布の差の分布の一性質). 確率変数X,Y は独立であり, 同じ分布（確率密度関数）
f(x), f(y)を持つと仮定する．このとき∫ ∫

y≥x
f(x)f(y)dxdy =

1

2

証明. ∫ ∫
y≥x

f(x)f(y)dxdy =

∫ ∞

∞

(∫ ∞

y
f(x)f(y)dx

)
dy

=

∫ ∞

−∞
f(y)

(∫ ∞

y
f(x)dx

)
dy

=

∫ ∞

−∞
f(y){1− F (y)}dy

=

∫ ∞

−∞
f(y)dy −

∫ ∞

−∞
f(y)F (y)dy

= 1−
∫ ∞

−∞
f(y)F (y)dy

= 1− 1

2
(部分積分を使った)

このとき次が成立する．

命題 2 (個人剥奪度 Zの確率密度関数). 確率変数X が自己の所得, Y が他者の所得を表し，独立
に同分布に従うと仮定する．このとき (平均をとる前の)個人剥奪度 Z

z =

y − x, x < y

0, x ≥ y
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の分布 p(z)は

p(z) =



0, z < 0

1/2, z = 0∫ ∞

−∞
f(w − z, w)

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂z

∂x
∂w

∂y
∂z

∂y
∂w

∣∣∣∣∣∣ dw, z > 0

に従う．

証明. まずZが条件分岐しない場合にその確率密度関数 p(z)の意味を確認しておく．X,Y を合成
して作った Z の確率密度関数は，特定の条件を満たす f(x, y)の断面積 (周辺分布)であると考え
られる (小針 1973:102-103)．
例えば，Z = Y −Xという関係があるとき，同時確率密度関数 f(x, y)の z = y− xという線上
の断面を考える．するとこの断面の面積 Sは p(z)に一致する．というのも断面の面積 Sは

S =

∫ ∞

−∞
f(x, z + x)dx =

∫ ∞

−∞
f(w − z, w)dw = p(z)

だからである (x = w − zとおいて変数変換した．ヤコビアンは dx/dw = 1)．
y− x = z > 0(言い換えれば y > x)の場合，求める分布 p(z)は,変数変換定理より, x, y, f(x, y)

軸の 3次元空間における, y − x = z > 0を満たす f(x, y)の断面積 p(z)と一致する．
一方，y − x = z ≤ 0(言い換えれば y ≤ x)であるような f(x, y)の断面積 p(z)の場合には，相

対的剥奪の定義より z < 0ならば常に z = 0となることに注意する．
y − x =≤ 0であるとき，断面 p(z)の z ∈ (−∞, 0]の範囲における総和は∫ 0

−∞
p(z)dz

である. ところで先に示した命題 1より∫ ∞

0
p(z)dz =

∫ ∫
y≥x

f(x, y)dxdy =
1

2

であり ∫ ∞

−∞
p(z)dz = 1

という確率の仮定から ∫ 0

−∞
p(z)dz =

1

2

でなくてはならない．
一方，z < 0の範囲では zは常に 0であり，負の zは実現値が空だから，

P (Z < 0) = P (∅) = 0 (測度 0)

と考えるのが自然である．
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つまり確率密度関数 p(z)は z < 0の範囲ではずっと 0で z = 0のとき 1/2にジャンプし，z > 0

の範囲で p(z)になるような関数である．このように定義すれば∫ ∞

−∞
p(z)dz = 1

である．すなわち明示的には

p(z) =



0, z < 0

1/2, z = 0∫ ∞

−∞
f(w − z, w)

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂z

∂x
∂w

∂y
∂z

∂y
∂w

∣∣∣∣∣∣ dw, z > 0

である．

命題 2より，z < 0の範囲で確率密度が 0，z = 0の点で確率密度が 1/2という事実は，確率変
数X,Y の分布がどのようなものであれ成立する．
簡単な例を示そう．

例 1. X ∼ N(µ, σ2), Y ∼ N(µ, σ2)のとき，相対的剥奪度Z = Y −X(ただし x > yならば z = 0)

の分布は

p(z) =


0, z < 0

1/2, z = 0

1√
2π2σ2

exp

{
− z2

4σ2

}
, z > 0

である．

証明. 正規分布の再生性より z = y− xの分布は Z ∼ N(0, 2σ2)にしたがう．その確率密度関数は

1√
2π2σ2

exp

{
− z2

4σ2

}
である. あとは x > yならば z = 0という条件を考慮して命題 2を適用すればよい．

X,Y が対数正規分布に従う場合，残念ながら「差をとる」という合成に関して再生性が成立し
ないのでZ = Y −Xの確率密度関数を明示的に示すことはできない（積分が綺麗に解けない）が，
近似計算によっておおよその個人剥奪度の分布を理論的に推定することができる．
また命題 2より，次が成立する．

命題 3. 剥奪度Zのレンジを等分したとき，0を含む区間が最頻値となる．つまり任意の資源分布
に関して，剥奪度 Z が 0付近の実現確率が最も多い．

証明. 剥奪度 Z のレンジを [0, ε), [ε, 2ε), [2ε, 3ε), [3ε, 4ε)...のように等間隔に分割する．その範囲
で剥奪度 Z が実現する確率を計算すると，

P (0 ≤ Z < ε) = P (0) + P (0 < Z < ε) =
1

2
+ α, (α > 0)
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一方，ε以上となる全ての区間を積分しても，1/2に満たない．よって区間 [0, ε)で Zが実現する
確率が最大である．

この命題の妥当性を，数値計算によって確認する．以下は対数正規分布に従う確率変数を条件
付きで合成した確率変数の分布である．

Module[{x, d},

x = RandomVariate[LogNormalDistribution[3, 1], 30];

d = Flatten[Table[ If[x[[i]] < x[[j]], x[[j]] - x[[i]], 0],

{j, 1, Length[x]}, {i, 1, Length[x]}]];

Histogram[d] ]

図 2: 確率変数 Z の分布,Λ(3, 1), n = 30の数値例

数値計算例から，資源分布の形状に関わりなく，0付近が個人剥奪度 Z のモードとなることが
確認できた．
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